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基于梁单元的曲面软体机器人简化力学模型

程屹涛，杨焕煜，刘 珂
（北京大学工学院先进制造与机器人系，北京 100871）

摘 要：针对一种可进行曲面自由变形的软体机器人，提出了一种基于梁单元和非线性有限元理论的简化力

学模型。首先，使用特定的梁单元对曲面软体机器人进行有限元离散。其次，使用牛顿―拉弗森迭代法对非线性

变形过程进行求解，同时推导出给定全局几何特征时逆向求解各个驱动器收缩量的映射关系。数值计算和仿真结

果表明，该简化力学模型为曲面软体机器人的建模、仿真以及控制提供了一个高效的计算平台。

关键词：软体机器人；简化力学模型；梁单元；非线性有限元

Reduced Order Model for Soft Robotic Surface Based on Beam Elements
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(Department of Advanced Manufacturing and Robotics, College of Engineering, Peking University, Beijing 100871, China)

Abstract: For a type of soft robotic surface capable of freeform deformation, a reduced order model based on beam
elements and nonlinear finite element theory is proposed. Firstly, specialized beam elements are used to discretize the soft
robotic surface. Secondly, Newton-Raphson iteration method is employed to solve the nonlinear deformation process. This
paper also derives the inverse mapping from global geometric features to the local contraction of each artificial muscle.
Numerical calculation and simulation results show the reduced order model provides an efficient computational framework
for the modeling, simulation, and control of the soft robotic surface.
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随着工业技术的发展和人工智能的大范围普

及，机器人在社会生产生活中得以广泛应用 [1-3]。

以往由刚性材料制造、硬质组件传动的刚体机器

人，拥有高动力、高承载能力、高精度等优点 [4]，

但其工作和运动方式有异于大自然中的生物体，限

制了它与环境和生物交互的能力 [5]。与此形成鲜明

对比的是，软体机器人往往由柔性的智能材料作为

动力单元，辅以仿生的结构或运动设计，比拟了动

物骨骼肌肉系统，使其能很好地应对环境适应性和

生物亲和性的挑战 [6-7]。

近年来，软体机器人的研究和应用飞速发展，

研究人员开发了许多软体机器人用于自主驱动或

人机交互作业，例如仿尺蠖软体机器人 [8-9]、深海

软体机器鱼 [10-11]、磁控移动软体机器人 [12-14]、仿

章鱼软体触手 [15]、柔性可穿戴康复手套 [16] 等。Liu
等 [17] 开发了一种 3维曲面可以自由变化的软体机
器人，该机器人可以通过调节电流改变其曲率，进

而形成不同的曲面形状，展现了强大的变形能力。

虽然研究人员针对不同的应用场景和工作条件

研制了不同的软体机器人，但是如何精确建模并仿

真其变形和运动行为一直是软体机器人研究所面临

的关键技术难点 [18]。软体机器人理论上拥有无限

自由度，其组成材料往往是高度非线性的 [19]，机

器人自身的大变形也有着高度的几何非线性特性，

这些特性的叠加使其建模难度相对于刚体机器人显

著提高，使得以往方法在软体机器人的建模中常常

失效。因此，研究人员开发了一系列降维模型以实

现对软体机器人的高效建模 [20]。例如 Katzschmann
等 [21] 基于微分几何理论，采用常曲率模型实现了

对模块化软体机械臂的运动学建模；Renda等 [22]基

于力平衡原理，采用 Cosserat杆理论对绳驱动的连
续体软体机器人手臂进行了精确建模；Huang等 [23]

基于绝对节点坐标实现了变曲率连续体机器人的快

速建模与控制；Liu等 [17, 24] 基于结构力学和杆―铰

链（bar-and-hinge）模型，实现了对曲面软体机器
人受激后变形响应的较准确预测。

但是现有的软体机器人建模方法普遍存在建模

难度高、建模精度低、求解复杂、计算时间长等不
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样机变形 仿真结果

图 1 曲面软体机器人样机的变形与仿真结果

Fig.1 Prototype deformation and simulation results of soft robotic surface

足，难以应用于实际控制和仿真训练 [25]。因此，本

文提出了一种针对曲面软体机器人 [17] 的简化力学

模型，如图 1所示。该简化力学模型采用特定的梁
单元对软体机器人中的智能材料驱动器和弹性薄膜

进行有限元离散，并结合牛顿―拉弗森迭代法对有

限元过程进行高效求解。本文还逆向推导了曲面软

体机器人局部几何特性与驱动器收缩量的关系，以

指导任意曲面驱动的变形设计。上述理论和算法均

在Matlab中进行代码实现，所有的数值计算和仿真
结果表明，该简化力学模型可以对曲面软体机器人

进行高效、精确的建模。

1 建模与计算（Modeling and calculation）
1.1 梁单元模型设置

在结构力学中，常用梁单元来离散建模细长物

理的实体 [26-27]。梁单元的基本结构如图 2所示，3
维空间梁单元有首尾 2个节点，每个节点对应 6个
自由度，分别是 x,y,z方向的位移 u,v,w，和绕 x,y,z
轴的转角 θx,θy,θz。梁单元可以对复杂模型进行有

效降维简化，在保证精度的前提下显著提高计算效

率，同时也支持大变形和非线性分析，因此被研究

人员广泛采用。
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图 2 梁单元示意图

Fig.2 Schematic diagram of beam element

采取以下 2类特定的梁单元对曲面软体机器人
进行有限元建模：

1)薄板梁单元。采用该单元建模弹性的薄膜平
板结构，单元截面为矩形。在计算过程中考虑单元

大位移、小变形的特性，采用线弹性本构。单元几

何参数和力学参数如表 1所示。

表 1 薄板梁单元的参数设置

Tab.1 Parameter setting of thin plate beam element

参数 数值

宽度 B 15 mm

厚度 t 0.15 mm

杨氏模量 E 2.0 GPa

泊松比 µ 0.34

2)细长梁单元。采用该单元建模主动收缩的线
性驱动器，单元截面为圆形。单元在计算过程中考

虑其线性收缩和大位移特性，采用不可压缩材料线

弹性本构。单元几何参数和模型参数如表 2所示。

表 2 细长梁单元的参数设置

Tab.2 Parameter setting of slender beam element

参数 数值

等效半径 r 3 mm

杨氏模量 E 1 MPa

泊松比 µ 0.5

1.2 曲面软体机器人有限元离散建模

本文建模的曲面软体机器人如图 3(a)所示，该
曲面软体机器人主体为三明治结构，上下两层为主

动收缩的液晶弹性体驱动器，中间层为聚酰亚胺弹

性薄膜。上下层的液晶弹性体驱动器为曲面软体机

器人提供线性驱动，其兼具大变形和稳定的重复响

应特性，以及良好的循环驱动性能和可编程特性。
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中间层的聚酰亚胺弹性薄膜在液晶弹性体的线性驱

动作用下产生局部屈曲，该局部屈曲增加了曲面软

体机器人的局部有效高度，进而增加了机器人的局

部刚度。该机器人通过设置上下层驱动器不同的收

缩量来实现自由变形。若上层驱动器和下层驱动器

设置相同的收缩量，曲面软体机器人的局部刚度会

随着收缩量的增加而进一步提高；若上层驱动器和

下层驱动器设置不同的收缩量，曲面软体机器人则

通过收缩量之差产生局部曲率，以此实现对任意自

由曲面的变形。在建模的 3×3结构的曲面软体机器
人中，一共有 42 路独立控制的驱动回路，通过对
其驱动情况进行调控来实现各种不同的变形特性。
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图 3 曲面软体机器人建模示意图

Fig.3 Schematic diagram of soft robotic surface modeling

采用 1.1节中的 2种特定的梁单元可以很好地
建模上述驱动器构件和弹性薄膜构件。图 3(b)展示
了曲面软体机器人的有限元离散结果。如图 3(c)所
示，下层为矩阵式分布的液晶弹性体驱动器，每一

段被建模为 3个首尾相连的细长梁单元，其中最左
侧单元与最右侧单元等长，长度均为梁单元总长度

的 1/10。3个梁单元的惯性矩和极惯性矩为原值的
1/4，以减小转矩对连接处的影响。该建模方法可
以有效约束节点连接处的旋转自由度，避免结构穿

模，同时在中间段保留足够的单元长度以实现线性

收缩。如图 3(d)所示，中间层为周期性分布的聚酰
亚胺弹性薄膜，每一段被建模为 n个首尾相连的薄
板梁单元，其中 n的大小以满足足够的自由度和精
度为准。在本文中，n取 10。如图 3(e)所示，上层
为矩阵式分布的液晶弹性体驱动器，建模方式与下

层液晶弹性体驱动器相同。由于上层液晶弹性体在

中点产生固定连接，故在单元中心点增加一个节点

以表示该交联模式。

简化力学模型中其他几何参数如表 3所示。

表 3 简化力学模型的其他几何参数

Tab.3 Other geometry parameters of the simplified
mechanics model

参数 参数说明与取值

Nx x方向条带数目

Ny y方向条带数目

Lx x方向条带间距，本文取 45 mm

Ly y方向条带间距，本文取 45 mm

1.3 建立平衡方程

系统建立平衡方程依赖于选取运动描述的方

式。在连续介质力学的背景下，常用拉格朗日描述

方法在连续体从运动开始到结束期间构建所有粒子

的轨迹。根据参考的平衡构形的不同，拉格朗日描

述方法又被分为总体拉格朗日方法和更新拉格朗日

方法 [28-29]。在使用更新拉格朗日方法进行建模时，

参考的平衡构形为上一增量步收敛后得到的平衡配

置，如图 4所示。Bathe等 [30] 证明，与总体拉格朗

日方法相比，更新拉格朗日方法对于具有大位移、

大旋转、小应变的连续体变形，有着更高的计算效

率，也可以更好地解决材料非线性问题。因此后续

将采用更新拉格朗日方法来推导、建立平衡方程。
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图 4 更新的拉格朗日方法

Fig.4 Updated Lagrangian method

曲面软体机器人整体结构均由弹性体组成，对

于准静态过程，根据结构力学中的虚功原理 [31]，当

系统平衡且处于理想约束时，内力的虚功等于外力

的虚功：

δWI = δWE (1)

在弹性体中，结构的内部虚功 δWI 由实际应力

τi j 与虚位移对应的虚应变 δei j 相乘后在物体当前体

积上积分后再求和得到。

δWI =

∫
V

τi jδei jdV (2)

结构的外部虚功由作用在弹性体上的体力 f B、

表面力 f S、集中力 f 与相应的虚位移相乘，并在弹
性体当前的体积或表面上积分得到。
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δWE =

∫
V

f B
i δuidV +

∫
S

f S
i δuS

i dS+ fiδui (3)

在处理大位移、大旋转等力学问题时，常用格

林―拉格朗日应变和 2阶皮奥拉―基尔霍夫应力描
述内力虚功中的应力和应变。参考 t 时刻的平衡构
形，t +∆t 时刻的格林―拉格朗日应变 t+∆t

tεi j 和 2阶
皮奥拉―基尔霍夫应力 t+∆t

tSi j 分别为

t+∆t
tεi j =

1
2

(
∂ui

∂ tx j
+

∂u j

∂ txi
+

∂uk

∂ txi

∂uk

∂ tx j

)
= tei j + tηi j

(4)

t+∆t
tSi j =

tρ
t+∆tρ

(
∂ txi

∂ t+∆txm

)(
∂ tx j

∂ t+∆txn

)
t+∆tτmn

= tτi j + tSi j (5)

结合以上应力、应变表达，t +∆t 时刻的内部
虚功可重写为式 (6)。外部载荷不随几何形状的改
变而发生变化，所以外部虚功的表达可以近似认为

与线性分析时相同。

δt+∆tWI =

∫
tV
(tτi j + tSi j)(δtei j +δtηi j)dtV (6)

δt+∆tWE =

∫
tV

t+∆t f B
i δuidtV +

∫
t S

t+∆t f S
i δuS

i dtS

+ fiδui (7)

由于结构存在几何大变形，所以应力、应变和

位移之间为非线性关系。这种非线性关系在数值

计算过程中需要被进一步线性化。如式 (4) 所示，
t +∆t 时刻的格林―拉格朗日应变可以被分解为线
性部分 tei j 和非线性部分 tηi j。t +∆t 时刻的 2阶皮
奥拉―基尔霍夫应力可以分解为相对当前平衡构形

产生的柯西应力 tτi j 和未知的应力增量 tSi j。应力增

量由材料的本构模型决定，其中 Ci jrs 为由材料性质

决定的 4阶张量。

tSi j =Ci jrsters (8)

结合以上关系和虚功原理，可以得到连续介质

力学中基于更新拉格朗日法计算的 t +∆t 时刻系统
平衡的线性方程组：∫

tV
Ci jrstersδtei jdtV +

∫
tV

tτi jδtηi jdtV

= δt+∆tWE −δtWE (9)

等式左侧第 1个积分依赖于格林―拉格朗日应变的
线性部分，这里记为内部虚功的线性分量 δW L

I ，第

2个积分依赖于格林―拉格朗日应变的非线性部分，
这里记为内部虚功的非线性分量 δW NL

I 。等式右侧

δtWE 和 δt+∆tWE 分别表示 t 时刻和 t +∆t 时刻的外

部虚功。利用有限元法对连续体积分进行有限元离

散，式 (9)的内部和外部虚功也可以通过单元的节
点位移矢量表示。通过刚度矩阵可以将内部虚功与

节点位移进行联系，外部虚功则来源于相应配置中

的节点载荷 PPP。因此有如下表达：

δW L
I = δUUUTKKKE∆UUU (10)

δW NL
I = δUUUTKKKG∆UUU (11)

δt+∆tWE = δUUUT t+∆tPPP (12)

δtWE = δUUUT tPPP (13)

式 (10)中 KKKE表示结构的弹性刚度矩阵，δUUU 为虚位
移，∆UUU 为这一时刻求解的位移增量。式 (11)中 KKKG

表示结构的几何刚度矩阵，式 (12)(13) 中的 t+∆tPPP
和 tPPP对应 t +∆t 时刻和 t 时刻的节点外部载荷。式
(10)～式 (13)显示了采用一般单元的节点位移对每
个能量分量进行有限元离散的结果。将这些结果代

入连续介质力学的系统平衡线性方程组：

δUUUT(KKKE +KKKG)∆UUU = δUUUT(t+∆tPPP− tPPP) (14)

由于虚位移 δUUU 是任意的，可以从方程两边消去，
记弹性刚度矩阵和几何刚度矩阵的和为切线刚度矩

阵 KKKT，因此将有限元方法应用于线性化的连续介

质力学增量平衡方程可以记作：

KKKT∆UUU = ∆PPP (15)

每一时刻的位移增量都可以表示为刚度矩阵和

系统内部不平衡力之间的关系。

1.4 牛顿―拉弗森迭代法

在非线性方程组的增量求解过程中，使用牛顿

―拉弗森迭代法 [32] 是一个相对合理的选择，因为

对于曲面软体机器人，位移载荷曲线呈现非线性上

升趋势，不存在跳变部分，这一特性与牛顿―拉弗

森迭代法的迭代计算路径相同。并且该算法 2阶收
敛，有着较快的收敛速度。

首先，定义如下残差函数：

RRR = KKK(UUU)UUU −FFF (16)

式中 KKK(UUU)表示此时的切线刚度矩阵，UUU 表示总位
移，FFF 表示外部载荷。RRR表示该系统此时的不平衡
力，求解系统的平衡状态就等价于求解残差函数的

根，也即消除系统内部的不平衡力。

对于第 n+1个增量步，该步初始解为 UUUn，将

残差函数在原点进行泰勒展开：

RRR(UUUn)+
∂RRR(UUUn)

∂UUU
∆UUU = 0 (17)
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对比系数可得：

∂RRR(UUUn)

∂UUU
= KKKT(UUUn) (18)

所以位移增量为

∆UUU =−KKK−1
T (UUUn)RRR (19)

位移更新为

UUUn+1 =UUUn +∆UUU (20)

循环计算更新位移直至该增量步收敛。更新增

量步的载荷状态直至载荷状态达到外部加载条件，

迭代结束。牛顿―拉弗森迭代法的计算流程如图 5
所示。

Ý}7S

çl�S³UUUn

÷�²�=��Ü�ï RRR

÷�ML�� KKKT

9ØÊM9� ∆UUU = −KKK
−1

T
RRR

÷�ÊM UUUn+1 = UUUn + ∆UUU

∆UUU <9Ø¸µ
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图 5 牛顿―拉弗森迭代法流程图

Fig.5 The flowchart of Newton-Raphson iteration method

在简化力学模型的迭代计算过程中，通过在每

一个迭代步中缩短平衡时的目标原长，使结构内部

产生不平衡力，使用牛顿―拉弗森迭代法消除该内

部不平衡力直至迭代步达到平衡，不断缩减原长至

目标收缩量时，迭代计算结束。

1.5 逆向设计

采用有限元离散和牛顿―拉弗森迭代法可以构

建曲面软体机器人局部驱动带动整体变形的正向计

算流程，但是在实际运用中，控制算法在决定曲面

软体机器人的整体变形后，需要根据曲面的局部几

何特性逆向计算驱动器的收缩情况。因此接下来推

导的逆向关系，是曲面软体机器人运动控制输入的

基础。

图 6为曲面软体机器人局部变形状态，其中 λT

表示顶部驱动器的收缩量，λB表示底部驱动器的收

缩量，l 表示初始状态下的长度，h为局部高度，θ
为对应圆心角，RB,RM,RT 分别对应底部拟合半径、

平均拟合半径和顶部拟合半径。

RT

RM

RB

h

2 2

θ

λTl

λBl

λTl

图 6 曲面软体机器人局部变形状态

Fig.6 Local deformation state of soft robotic surface

假设曲面软体机器人的局部高度由顶部和底部

驱动器收缩量的平均值决定，顶部和底部驱动器收

缩量的差值产生局部曲率。记顶部驱动器收缩量和

底部驱动器收缩量的平均值为 λ =
λT +λB

2
，考虑

到驱动器的极限驱动性能，λ 的取值范围为 [0.6,1]，
中间被动层近似为两段对称的折线，记折线的总长

度为 2L，当 λ 减小时，半折线长度和平均收缩量 λ
近似存在以下线性关系：

L = (0.1λ +0.9)× l
2

(21)

则局部高度通过勾股定理可以解得：

h =

√
L2 −

(
λ l
2

)2

(22)

将折线长度近似为圆弧长度，由弧长公式可写

出如下方程组关系：θRT = λTl

θRB = λBl
(23)

解得圆心角为

θ =
(λT −λB)l

h
(24)
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代入圆心角―弧长―半径关系可得 RB,RM,RT

关于局部高度 h、收缩量 λT 和 λB 的显式表达：

RB =
1

κB
=

hλB

λT −λB
(25)

RM =
1

κM
=

h(λT +λB)

2(λT −λB)
(26)

RT =
1

κT
=

hλT

λT −λB
(27)

考虑到曲面的平滑性和代表性，选择曲面软体

机器人的底面几何特征来拟合机器人的整体形状，

并以此来通过局部曲率特性反解局部收缩量。结合

式 (21)和式 (22)可以获得关于平均收缩量的一元二
次方程：

4h2

l2 = (0.1λ +0.9)2 −λ 2 (28)

该方程对应 2个实根，考虑到 λ 的取值范围，选取
正实根，即：

λ =

0.18+

√
0.182 −4×0.99

(
4h2

l2 −0.92

)
2

(29)

结合式 (25)可以解得：

λB=

0.18+

√
0.182 −4×0.99

(
4h2

l2 −0.92

)
2+κBh

(30)

λT=

0.18(κBh+1)+

√
0.182−4×0.99

(
4h2

l2 −0.92

)
2+κBh

(31)

式中，仅曲面局部曲率 κB 和局部高度 h为未知量。
在实际应用中，局部高度 h可以根据实际情况给定，
曲面局部曲率 κB 的值可以由用户输入决定，也可

以由控制算法决定，给定以上参数即可决定曲面软

体机器人的局部收缩情况。

2 数值计算结果（Numerical results）
为了验证以上算法，设计了以下算例对 Nx = 3，

Ny = 3的均匀网格结构的曲面软体机器人的变形进
行仿真计算。每个算例中均设置了不同的驱动器收

缩情况以展现该模型和算法的普适性，并记录在本

地设备上的平均运行时间以展示算法的高效性。图

7 展示了曲面软体机器人底部特征点的对应关系，
后续算例会在迭代过程中跟踪其中部分特征点的位

移变化。
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图 7 特征点示意图

Fig.7 Schematic diagram of feature points
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(d) 点 1 和点 2 在 z 轴方向位移随迭代过程的变化
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图 8 圆柱形模型变形的仿真计算结果

Fig.8 Simulation results of cylindrical model deformation

图 8 为圆柱形模型的变形算例。在该算例中，
底部所有横向驱动器（BP1、BP2、BP3）的收缩量
为 0.75，其余驱动器的收缩量为 0.95，驱动器收缩
情况如图 8(c) 所示。图 8(a) 展示了简化力学模型
的计算结果，图 8(b)为对应实体样机的变形状态。
根据模型的对称性，图 8(d) 跟踪了点 1 和点 2 的
z轴位移随模型变形的变化情况，展现出了显著的
大变形非线性特征。选取该算例中与点 4 连接的
驱动器为代表，对比计算过程中的真实收缩量和实

际收缩量。如图 9所示，材料本身的软弹性特征使
驱动器在被动层的反力作用下被动伸长，可见建模

准确合理。该算例在本地设备（CPU：i9-13900K，
@3.0GHz）上的平均计算时长为 13.96 s，迭代步数
为 100步。
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图 9 驱动器真实收缩量与施加收缩量对比

Fig.9 True shrinkage versus imposed shrinkage of the actuator

图 10为穹顶形模型的变形算例。在该算例中，
底部所有横向驱动器（BP1、BP2、BP3）和所有
纵向驱动器（BV1、BV2、BV3）的收缩量为 0.75，
其余驱动器的收缩量为 0.95，驱动器收缩情况如图
10(c)所示。图 10(a)展示了简化力学模型的计算结
果，图 10(b)为对应实体样机的变形状态。根据模
型的对称性，图 10(d)跟踪了点 2和点 13的 z轴位
移随模型变形的变化情况。该算例在本地设备上的

平均计算时长为 27.86 s，迭代步数为 100步。
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(d) 点 2 和点 13 在 z 轴方向位移随迭代过程的变化
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图 10 穹顶形模型变形的仿真计算结果

Fig.10 Simulation results of dome shaped model deformation

图 11为波浪形模型的变形算例。在该算例中，
底部右半横向驱动器和顶部左半横向驱动器的收缩

量为 0.75，其余驱动器的收缩量为 0.9，驱动器收
缩情况如图 11(c)所示。图 11(a)展示了简化力学模
型的计算结果，图 11(b)为对应实体样机的变形状

态。根据模型的对称性，图 11(d) 跟踪了点 1、点
3、点 4和点 12的 z轴位移随模型变形的变化情况。
该算例在本地设备上的平均计算时长为 12.10 s，迭
代步数为 100步。
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(d) 点 1、点 3、点 4、点 12 在 z 轴方向位移
随迭代过程的变化
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图 11 波浪形模型变形的仿真计算结果

Fig.11 Simulation results of wave shaped model deformation
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方向位移随迭代过程的变化
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图 12 马鞍形模型变形的仿真计算结果

Fig.12 Simulation results of saddle shaped model deformation

图 12为马鞍形模型的变形算例。在该算例中，
底部所有横向驱动器（BP1、BP2、BP3）和顶部
所有纵向驱动器（TV1、TV2、TV3）的收缩量为
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0.75，其余驱动器的收缩量为 0.9，驱动器收缩情况
如图 12(c)所示。图 12(a)展示了简化力学模型的计
算结果，图 12(b)为对应实体样机的变形状态。根
据模型的对称性，图 12(d)跟踪了点 1、点 2、点 4
和点 5的 z轴位移随模型变形的变化情况。该算例
在本地设备上的平均计算时长为 13.06 s，迭代步数
为 100步。
图 13 展示了更多均匀网格变形算例的计算

结果。通过对驱动器网格施加局部驱动或不对称

驱动，实现了单角翻折（图 13(a)）、双角翻折（图
13(b)）、四角翻折（图 13(c)）、L形单边小翻折（图
13(d)）、L 形单边大翻折（图 13(e)）和四边翻折
（图13(f)）6种算例的仿真效果。图 13各个子图的
右上角展示了每个仿真算例的驱动器收缩情况。将

这些收缩情况加载在实体样机中可以得到对应的样

机实际变形（如图 13各子图右下角所示）。仿真变
形结果和样机实际变形结果有很好的对应关系，可

见采用该模型可对曲面软体机器人进行有效建模。

BP3

BP2

BP1

BV3BV2BV1

TP3

TP2

TP1

TV3TV2TV1

1

0.75

(a) 

(d) （L ）

(b) 

(e) （L ）

(c) 

(f) 四边

BP3

BP2

BP1

BV3BV2BV1

TP3

TP2

TP1

TV3TV2TV1

1

0.75

BP3

BP2

BP1

BV3BV2BV1

TP3

TP2

TP1

TV3TV2TV1

1

0.75

BP3

BP2

BP1

BV3BV2BV1

TP3

TP2

TP1

TV3TV2TV1

1

0.75

BP3

BP2

BP1

BV3BV2BV1

TP3

TP2

TP1

TV3TV2TV1

1

0.75
BP3

BP2

BP1

BV3BV2BV1

TP3

TP2

TP1

TV3TV2TV1

1

0.75

图 13 更多均匀网格算例的仿真计算结果

Fig.13 Simulation results of the additional uniform mesh examples

(a) 2×4 

(d) 2×4 

(b) 3×4 

(e) 3×4 

(c) 4×2 

(f) 4×2 

图 14 非均匀网格算例的仿真计算结果

Fig.14 Simulation results of the non-uniform mesh examples
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图 14提供了非均匀网格变形算例的计算结果。
图中的网格结构分别为 Nx = 2、Ny = 4的网格结构，
Nx = 3、Ny = 4的网格结构和 Nx = 4、Ny = 2的网格
结构。图 14(a)～(c)为圆柱形模型的变形算例，驱
动器收缩量设置与图 8(c)一致。图 14(d)～(f)为马
鞍形模型的变形算例，收缩量设置与图 12(c)一致。
从图 14 的仿真结果中可以看出，对于非均匀网格
结构的曲面软体机器人，采用本文的简化力学模型

均可实现有效建模和高效的仿真计算。

为了验证仿真变形结果可以拟合真实样机变形

结果，使用动作捕捉平台获取图 7所示特征点在样
机单一变形过程中的位移变化，并与仿真结果进行

对比。本次选取的变形算例为图 13(f) 四边翻折变
形算例，仿真计算输入和真实输入相同。图 15(a)
和图 15(b)分别展示了动作捕捉平台捕获到的实验
样机变形，以及仿真变形结果，两者拥有相同的变

形状态。在图 15(c) 中，相对误差定义为 z 轴真实

(a) 动作捕捉平台捕获的
样机变形

(b) 仿真计算的样机变形
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(c) 特征点相对误差示意图

图 15 样机真实变形与仿真变形结果对比

Fig.15 Comparison of the results of real deformation and
simulated deformation of the prototype

位移与仿真位移差值的绝对值与样机尺寸的比值。

经计算，该算例的平均相对误差为 1.44%，最大相
对误差为 3.91%。样机的装配误差、液晶弹性体驱
动器的响应误差等都会对样机的变形产生影响，可

见，在误差允许范围内，简化力学模型可以较好地

拟合真实样机变形。

3 逆向设计结果（Inverse design results）
结合曲面软体机器人的局部几何特性，通过式

(30)和式 (31)可以计算出顶部驱动器和底部驱动器
的收缩量，进而得到任意预设的变形状态。本节对

不同网格结构和不同目标变形状态进行逆向设计和

仿真计算。

图 16 展示了均匀网格结构的曲面软体机器人
根据局部曲率特性进行逆向设计，最终得到的仿真

变形状态。逆向设计的输入参数、设计结果和计算

结果的平均相对误差如表 4所示。逆向设计的输入
参数为目标曲面的局部曲率（x方向的局部曲率 κx，

y方向的局部曲率 κy）和曲面的局部高度 h。依据
逆向设计的输入参数可以确定驱动器唯一的收缩

量，表 4 中的 TP、TV、BP、BV 分别表示机器人

κx = 0.02 mm−1, κy = 0 mm−1 κx = κy = 0.015 mm−1

κx = 0.01 mm−1, κy = 0 mm−1 κx = κy = 0.006 mm−1

(c) 7×7 (d) 7×7 

(b) 3×3 (a) 3×3 

图 16 均匀网格算例的逆向设计结果

Fig.16 Inverse design results of the uniform mesh examples

表 4 均匀网格结构算例的输入参数与逆向设计结果对照表

Tab.4 Comparison table of input parameters and inverse design results of the uniform mesh examples

逆向设计算例
输入参数 逆向设计结果

平均相对误差 /%
κx /mm−1 κy /mm−1 h /mm TP TV BP BV

3×3网格圆柱形模型 0.02 0 13 0.87 0.78 0.69 0.78 13.00

3×3网格穹顶形模型 0.015 0.015 14 0.81 0.81 0.67 0.67 11.03

7×7网格圆柱形模型 0.01 0 9 0.94 0.90 0.86 0.90 3.43

7×7网格穹顶形模型 0.006 0.006 12 0.85 0.85 0.79 0.79 7.72
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的顶部横向驱动器、顶部纵向驱动器、底部横向驱

动器和底部纵向驱动器，对应数值为驱动器的收缩

量。对图 16所示计算结果的底部特征点进行 B样
条曲线拟合得到输出曲率。输入输出的相对误差定

义为输出曲率与输入曲率差值的绝对值与输入曲率

的比值。相对误差是衡量算法准确性的一个重要指

标。

图 17 展示了非均匀网格算例的逆向设计结
果。图 17(a)～(c)分别为 Nx = 2、Ny = 4网格结构，
Nx = 3、Ny = 4 网格结构，Nx = 4、Ny = 2 网格结
构的曲面软体机器人圆柱形模型变形状态的逆向设

计。局部曲率设置为 κx = 0.02 mm−1、κy = 0，局部
高度 h = 13 mm，式 (30)和式 (31)计算得到的顶部
横向驱动器的收缩量为 0.87，顶部纵向驱动器的收
缩量为 0.78，底部横向驱动器的收缩量为 0.69，底
部纵向驱动器的收缩量为 0.78。对计算后的底部特
征点进行 B样条曲线拟合得到输出曲率。以上 3个
算例的平均相对误差分别为 3%、3.6%、3.5%。

(a) 2×4 (b) 3×4 

(c) 4×2 

图 17 非均匀网格算例的逆向设计结果

Fig.17 Inverse design results of the non-uniform mesh
examples

在上述的所有逆向设计算例中，计算得到的曲

面整体构形与输入的曲率要求完全一致，曲面的局

部高度与预设的曲面高度也基本相同，证明了逆向

设计理论的有效性。在 3×3 的网格结构中，输入
曲率与输出曲率的平均相对误差控制在 15%以下。
在 7×7的网格结构中，随着网格密度增大，曲面特
征点数量增多，曲面形状的分辨率也进一步提高，

简化模型中的特征点对于曲面也有了更好的拟合效

果，计算得到的曲率相对误差进一步减小，控制在

10%以内。以上结果进一步证明了逆向设计理论的
正确性。同时也将该算法应用在非均匀网格结构的

曲面软体机器人的逆向设计中，仿真结果也表明了

该算法对不同网格结构的曲面软体机器人具有普适

性。

4 结论（Conclusion）
结合特定的梁单元和非线性有限元理论，提出

了一种针对曲面软体机器人的简化力学模型。本文

的主要研究内容如下：

(1) 以简化力学模型为基础，使用特定的梁单
元对曲面软体机器人中的构件进行有限元离散，结

合增量平衡方程和牛顿―拉弗森迭代法对变形过程

进行求解。以上理论和算法均在Matlab中实现，并
对机器人多种变形模态进行了高效计算和仿真。

(2) 推导了曲面软体机器人局部变形与驱动器
收缩量的逆向关系，根据预设的曲面几何特性逆向

计算了驱动器的收缩量，计算结果表明该逆向设计

方法可以很好地指导曲面软体机器人向任意形状变

形。

本文提出的简化力学模型通过对机器人的有

效降维，显著提升了计算速度，在本文提及的算例

中，平均每一个迭代步的计算时间均小于 0.3 s，这
对于曲面软体机器人实时控制的应用具有重要意

义。同时本文推导的逆向设计方法可以根据目标曲

面的几何特征迅速计算收缩量，此收缩量可以作为

初始信号输入给机器人系统用于前馈控制，并可以

在后续通过为机器人系统提供反馈信号实现对机器

人变形的修正和精确控制。

后续研究将在该简化模型的基础上进一步发掘

内部几何共性，对曲面软体机器人实现进一步降

维建模。随着曲面软体机器人模型维度的进一步降

低，计算速度和效率将会大大增加，将为曲面软体

机器人在真实环境中的实时反馈和控制提供更高效

的计算平台。
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